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ABSTRACT: 
Le gomme ad alto smorzamento presentano un comportamento dinamico complesso dipendente 

dall’ampiezza e dalla velocità di deformazione. Presentano inoltre una dipendenza dalla storia di carico per
effetto del danneggiamento della microstruttura interna (scragging o effetto Mullins). Esistono in letteratura 
diversi modelli in grado di descrivere più o meno accuratamente il comportamento di tale materiale tramite 
approcci molto diversi tra loro. Nel presente lavoro viene brevemente illustrato un modello in grado di descri-
vere i principali fenomeni che caratterizzano il comportamento dinamico della gomma ad alto smorzamento
in condizione di taglio puro, sia nella fase transitoria che in quella in stabile della risposta. Sulla base di tale 
modello è stata proposta una procedura per l’individuazione di modelli lineari equivalenti della gomma da uti-
lizzare nella progettazione, considerando sia  il comportamento stabile che quello transitorio. L’obbiettivo del 
lavoro è quello di valutare l’affidabilità dei modelli lineari proposti, nella previsione della risposta sismica di 
sistemi dotati di dispositivi in gomma ad alto smorzamento, utilizzando modelli semplici ad un grado di liber-
tà. 

 
 

1 INTRODUZIONE  

Le gomme ad alta dissipazione sono da tempo 
impiegate nella realizzazione di isolatori sismici e di 
dispositivi di dissipazione. Nel primo caso è possibi-
le ottenere appoggi deformabili, con elevata capacità 
dissipativa e totalmente ricentranti. Nel secondo ca-
so è possibile migliorare le caratteristiche di rigidez-
za e di dissipazione di strutture intelaiate (nuove o 
esistenti) o pendolari (nel caso di strutture in ac-
ciaio) mediante la disposizione di controventi dissi-
pativi (Fuller et al. 2000, Choi et al. 2003, Bartera-
Giacchetti 2004,  Dall’Asta et al. 2006). 

La gomma ad alto smorzamento si ottiene ag-
giungendo del filler  alla mescola della gomma natu-
rale, con lo scopo di migliorarne alcune proprietà 
meccaniche come la capacità di dissipare energia e 
la stabilità nei confronti delle variazioni di tempera-
tura. Allo stesso tempo la presenza di filler rende più 
complesso, e quindi di difficile modellazione, il 
comportamento sotto carichi ciclici, introducendo 
delle forti non linearità. In particolare, l’introduzione 
di filler determina l’insorgere di un comportamento 
transitorio in cui avviene una progressiva perdita di 

rigidezza a causa del danneggiamento della micro-
struttura interna. In una prova ciclica ad ampiezza 
costante il fenomeno interessa i primi cicli di carico 
e progredisce fino alla stabilizzazione del danno, (ef-
fetto noto come “scragging”). Più in generale, il 
danneggiamento comporta una forte dipendenza del-
la risposta del materiale dalla storia di carico e, in 
particolare, dalla massima deformazione subita lun-
go il percorso. Tale fenomeno è noto anche come ef-
fetto Mullins (Govinndjee-Simo 1991, Govinndjee-
Simo 1992 a-b). 

La gomma ad alto smorzamento eredita inoltre le 
caratteristiche viscoelastiche della gomma naturale 
per cui la risposta è anche significativamente in-
fluenzata dalla velocità di deformazione (quindi dal-
la frequenza di applicazione del carico). 

In letteratura sono stati proposti numerosi lavori 
dedicati allo studio delle gomme ad alto smorzamen-
to, da tempo utilizzate in vari campi dell’industria, 
orientati allo studio dei principali fenomeni che ne 
caratterizzano il comportamento. Tali lavori tuttavia 
considerano principalmente storie di carico e scarico 
quasi-statiche e sollecitazioni di tipo assiale (Lion 
1997, Haupt 2001, Dorfmann-Ogden 2003). 

Negli ultimi anni, il loro utilizzo nella realizza-
zione di dissipatori sismici e di isolatori ha orientato 



la ricerca verso la definizione di legami costitutivi 
appropriati per la descrizione della risposta nel caso 
di sollecitazioni cicliche di taglio in presenza o me-
no di compressione. I modelli sviluppati si basano su 
legami costitutivi semplici modificati per tener conto 
dei fenomeni non lineari e dipendenti dalla velocità 
che si manifestano sul comportamento stabile. Solo 
in alcuni casi viene presa in esame la dipendenza del 
comportamento della gomma dalla storia di carico. 
Si cita, a titolo di esempio, il lavoro di  Kikuci-
Aiken 1997 basato su modelli elastoplastici indipen-
denti dalla velocità, modificati per tener conto della 
dipendenza dall’ampiezza di deformazione, a cui 
viene aggiunto un incremento di rigidezza elastico 
solo nella risposta del primo ciclo. Nel lavoro di 
Tsai et al 2003 gli autori utilizzano una versione 
modificata del modello Bouc-Wen per tener conto 
della dipendenza dall’ampiezza di deformazione, 
aggiungendo un contributo viscoso lineare. I para-
metri del modello sono stati determinati consideran-
do diverse entità del carico assiale. In entrambi i 
modelli viene tuttavia trascurata la dipendenza del 
comportamento della gomma dalla storia di carico. 
Un tentativo di descrivere tale comportamento è sta-
to sviluppato in  Hwang et al. 2002. Il modello si ba-
sa sull’identificazione di diversi parametri a fre-
quenza e temperatura fissata. Fornisce inoltre 
risultati soddisfacenti solo per assegnate storie di ca-
rico sinusoidali (Grant et al. 2005). Infine nel lavoro 
di Yoshida et al. 2004 viene introdotto un parametro 
di danno per simulare il degrado della sola parte ela-
stica mentre il contributo dissipativo risulta indipen-
dente dalla velocità (elastoplastico).  Recentemente è 
stato sviluppato un modello reologico, termodinami-
camente compatibile, in cui il danneggiamento e le 
caratteristiche dissipative sono state descritte me-
diante variabili interne (Dall’Asta –Ragni 2006). Il 
confronto con un ampia campagna di prove speri-
mentali ha confermato la capacità del modello di de-
scrivere i diversi fenomeni non lineari, legati 
all’ampiezza e alla velocità, che si manifestano nella 
risposta del materiale. 

In generale, questi modelli risultano di difficile 
applicazione nella pratica progettuale e sarebbe au-
spicabile disporre di modelli semplificati in grado di 
fornire informazioni sufficientemente accurate per la 
valutazione della risposta sismica di struttura dotate 
di dispositivi di dissipazione. Alcune indicazioni in 
tal senso sono suggerite da diverse norme tecniche. 
In alcuni casi tali indicazioni si basano sull’utilizzo 
di modelli lineari spring-dashpot, introducendo i 
concetti di rigidezza equivalente e smorzamento e-
quivalente (OPCM 3431, PrEN 1998-1, FEMA 356). 
In altri casi si propongono, in alternativa, modelli e-
lastoplastici (FEMA 356) che richiedono un'analisi 
non lineare senza assicurare una descrizione più ac-
curata del comportamento strutturale. L’influenza 
dell’ampiezza della deformazione viene spesso presa 
in considerazione mediante l’utilizzo di procedure 

iterative dove i parametri del modello lineare vengo-
no aggiornati fino a convergenza degli spostamenti. 
Le normative suggeriscono inoltre di prendere i va-
lori più sfavorevoli di tali parametri tenendo conto 
anche dell’influenza della dipendenza dalla frequen-
za (in un intervallo attorno al periodo di progetto), 
della dipendenza dalla temperatura e 
dell’invecchiamento. In merito al comportamento 
transitorio della gomma, sostanzialmente diverso dal 
comportamento stabile, non vengono fornite indica-
zioni precise. In particolare l’OPCM 3431 suggeri-
sce di  determinare i parametri lineari equivalenti 
considerando il terzo ciclo e quindi trascurando so-
stanzialmente il comportamento transitorio. Diver-
samente, nelle FEMA 356 viene fatto riferimento al 
fenomeno dello “scragging“ e viene suggerito  di 
condurre due analisi limite, con parametri dei mo-
delli equivalenti ricavati sul primo ciclo e su quello 
stabile,  in modo da ottenere una stima dell’ interval-
lo di risposta prevedibile. Non vengono tuttavia for-
nite indicazioni precise sulle procedure per ottenere i 
due modelli equivalenti. 

Non esistono inoltre indicazioni consolidate 
sull’ordine di grandezza dell’errore che si compie u-
tilizzando modelli lineari. Alcuni studi su questo a-
spetto del problema sono stati condotti in Hwang-Ku 
1997 e Hwang-Wang 1998 trascurando totalmente il 
comportamento transitorio. A tal proposito, è utile 
osservare che tale comportamento che determina va-
riazioni importanti della rigidezza e delle capacità 
dissipative, influenza sempre la risposta sismica dato 
che il danneggiamento ad esso correlato viene recu-
perato in tempi piuttosto brevi (Grant et al 2005, 
Dall’Asta –Ragni 2006 ). 

L’obiettivo del presente lavoro è quello di pro-
porre, tra i tanti possibili, un criterio per la defini-
zione di sistemi lineari equivalenti al sistema dina-
mico non lineare con forza di richiamo prodotta da 
gomme ad alto smorzamento sottoposte a taglio. 
Viene proposto un criterio di equivalenza applicabile 
a situazioni (moti) diverse e si procede alla defini-
zione dei parametri del modello lineare in due situa-
zioni di riferimento. La prima relativa al comporta-
mento periodico in risonanza che si osserva nel caso 
di forzante sinusoidale, una volta esaurito il transito-
rio, con l’obiettivo di fornire una descrizione lineare 
del comportamento stabile del materiale. La seconda 
riferita alla risposta iniziale del sistema sottoposto ad 
un impulso con l’obiettivo di descrivere la parte di 
risposta fortemente influenzata dall’effetto Mullins. 

Il criterio è stato applicato a tre sistemi con ca-
ratteristiche dinamiche diverse, in cui la risposta 
massima si osserva per periodi che variano nel cam-
po 0.5s-2.0s, analizzando deformazioni massime a 
taglio fino al 200%. Il campi di frequenze e ampiez-
ze studiati sono stati scelti in base ai valori solita-
mente osservati nelle applicazioni strutturali. I risul-
tati numerici riportati si riferiscono alla mescola 
testata in (Dall’Asta –Ragni 2006) che presenta ca-



ratteristiche dissipative e di rigidezza intermedie. 
Per i tre oscillatori si è poi proceduto a valutare 

il livello di approssimazione che può essere ottenuto 
con i modelli lineari nel caso di sistemi sottoposti ad 
azioni sismiche, valutando la capacità dei due mo-
delli di individuare valori limite per le grandezze di 
maggior interesse nel progetto: spostamenti e forze. 

2 SISTEMA DINAMICO NON LINEARE 

Si consideri un sistema ad un grado di libertà co-
stituito dalla massa m vincolata a terra da un disposi-
tivo in gomma soggetto a deformazioni di taglio pu-
ro, che fornisce la forza di richiamo fd.  Si descrive il 
comportamento costitutivo della gomma ad alta dis-
sipazione sottoposta a taglio mediante il legame co-
stitutivo proposto in (Dall’Asta –Ragni 2006). 

Lo stato ( )iξγ ,  del materiale è descritto dalla de-
formazione a taglio γ  e da un insieme di variabili in-
terne ξi, che descrivono  il comportamento anaelasti-
co dipendente dalla velocità di deformazione ed il 
danneggiamento che si manifesta nella risposta tran-
sitoria. La determinazione del legame costitutivo 
della gomma richiede la definizione della relazione 
che intercorre tra la tensione tangenziale dτ , lo stato 
del materiale ( )iξγ ,  ed il processo η, costituito dalla 
velocità di deformazione, oltre alla definizione delle 
leggi evolutive delle variabili interne 

( )ηξγττ ;, idd =   (1) 

( )ηξγξ :, iii g=&
  (2)  

Si assume che la forza di richiamo sia prodotta da 
una porzione di gomme di area A e spessore h, per 
cui df   può essere correlata alla tensione tangenziale 
mediante l’espressione 

dd m
Af τβ=  (3) 

dove β è un parametro di natura geometrica lega-
to alle modalità costruttive e di montaggio del dispo-
sitivo.  

La deformazione a taglio γ = u/h e la velocità di 
deformazione η = v/h, sono grandezze che possono 
essere espresse mediante relazioni lineari in funzio-
ne dello spostamento u e la velocità v della massa m. 
E’ possibile quindi esplicitare la relazione che inter-
corre tra la forza di richiamo del sistema ad un grado 
di libertà e le grandezze che descrivono il moto 
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Di conseguenza lo stato del sistema sarà descritto 
dal vettore [ ]ivu ξ;,=x  e la legge di evoluzione del-
lo stato è data da  
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dove fe è la forza esterna per unità di massa e ĝ  
sono le funzioni che descrivono l’evoluzione delle 
variabili interne in funzione di x. Per maggiori det-
tagli si rimanda al lavoro (Dall’Asta-Ragni 2006).  

3 SISTEMA DINAMICO LINEARE 
EQUIVALENTE 

3.1  Sistema lineare 
Lo scopo di questo paragrafo è quello valutare la 

possibilità di descrivere sistemi dinamici basati su 
gomme ad alto smorzamento mediante una modella-
zione lineare.  

Il sistema lineare equivalente che si intende indi-
viduare è costituito dalla stessa massa m del sistema 
non lineare e dalla forza di richiamo prodotta da una 
molla elastica e da uno smorzatore viscoso disposti 
in parallelo. Il sistema risulta quindi completamente 
descritto una volta assegnati due parametri k e c che 
indicano rispettivamente la rigidezza della molla per 
unità di massa e la costante viscosa dello stantuffo, 
sempre per unità di massa. La capacità dissipativa 
del sistema lineare può essere anche espressa per 
mezzo del coefficiente di smorzamento viscoso ξ , 
definito come 

ω
ξ

2
c

=  (6) 

dove ω è la pulsazione naturale del sistema linea-
re non smorzato, data da  

k=ω  (7) 

La forza di richiamo per unità di massa  del si-
stema lineare è di conseguenza pari a  

vukf L
d ξω2+=  (8) 

Lo stato del sistema dinamico lineare ad un grado 
di libertà è pertanto descritto unicamente dallo spo-
stamento u e dalla velocità v, ossia dal vettore 

[ ]vuL ,=x  e la legge di evoluzione dello stato è data 
da  
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La definizione di un sistema lineare “equivalente” 
ad un sistema dinamico non lineare richiede la defi-
nizione chiara della “situazione” dinamica o, più 
precisamente, del moto, rispetto al quale si richiede 
che siano soddisfatte delle condizioni di uguaglianza 
tra i sistemi. Sia la scelta del moto che le condizioni 
di equivalenza sono arbitrarie mentre il loro numero 
è evidentemente legato ai parametri che descrivono 
il sistema lineare, in questo caso due. Nel presente 
lavoro si vuol tener conto del danneggiamento e del-
le conseguenti variazioni di comportamento del ma-
teriale durante la storia di deformazione, proponendo 
due diverse caratterizzazioni lineari: una riferibile al 
comportamento stabilizzato e l’altra riferibile al 
comportamento iniziale. Nel primo caso, si è scelto 
come moto di riferimento la risposta ciclica che si 
osserva per il sistema sottoposto ad una forzante si-
nusoidale, una volta esaurito il transitorio. Nel se-
condo caso, si è scelto come moto di riferimento la 
risposta libera del sistema sottoposto ad un impulso 
iniziale, e si è preso in considerazione il primo tratto 
del moto in cui lo spostamento parte da zero e rag-
giunge il valore massimo. 

Va sottolineato che la definizione di un’ equiva-
lenza lineare può essere fatta secondo diversi criteri 
e che quindi in entrambe le situazioni è necessario 
stabilire delle precise condizioni di equivalenza tra il 
sistema non lineare e quello lineare. In tale scelta si 
è cercato di adottare un criterio applicabile ad en-
trambe le situazioni ed in grado di fornire risultati 
soddisfacenti nella descrizione complessiva del si-
stema dinamico originale. Nel seguito verranno illu-
strate le procedure seguite in entrambe le situazioni 
e verranno riportati i risultati ottenuti. 

3.2  Analisi con forzante armonica 
 
In questa sezione è stata studiata la risposta non 

lineare del sistema soggetto ad una forzante esterna  
di tipo sinusoidale con diverse ampiezze e diverse 
frequenze, data da 

( ) ( )Ttftfe /2sin0 π=  (10) 

dove f0 è l’ampiezza della forzante per unità di 
massa e T è il suo periodo. Con lo scopo di studiare 
sistemi con caratteristiche diverse, sono stati consi-
derati tre casi, indicati con a, b e c, assumendo una 
massa m pari a 100t e dispositivi in gomma con dif-
ferenti caratteristiche geometriche. In particolare, in 
questa fase di caratterizzazione del comportamento 
della gomma, è stata considerata in tutti i casi 
un’altezza di riferimento dei dispositivi pari a 
h=10mm, e si è adottata un’area totale della gomma 
differente in modo da ottenere sistemi con caratteri-
stiche dinamiche diverse. Nel caso intermedio (caso 
b) è stata considerata un’area di riferimento pari a 

A=78200mm2, per la quale è stata osservata una ri-
posta massima per periodi di circa un secondo. Nel 
caso a è stata considerata un’area quattro volte più 
grande e nel caso c un’area pari ad un quarto, in mo-
do tale da avere una risposta massima intorno a pe-
riodi di circa T=0.5s e T=2s rispettivamente.  

In tutti e tre i casi la massima forza esterna appli-
cata è stata calibrata in modo da ottenere una rispo-
sta massima in termini di deformazione della gomma 
pari a γ=2.0. Sono stati inoltri applicati livelli di for-
za inferiori in modo tale da ottenere deformazioni 
massime della gomma  pari a γ=1.5 e γ=1.0, in quan-
to valori tipici di progetto per la deformazione mas-
sima della gomma. Nei casi esaminati si è assunto 
β=1.  

Si intende individuare un sistema equivalente in 
base al moto periodico che si instaura una volta e-
saurito il transitorio. E’ opportuno osservare che la 
risposta della gomma dipende dal processo e quindi 
il moto in esame risente delle condizioni iniziali 
scelte. In questo caso, avendo come obiettivo quello 
di caratterizzare il comportamento della gomma par-
tendo da una situazione di riposo e di danno nullo, 
tutte le variabili di stato sono state posta uguale a ze-
ro (x(0)=0).  

Il criterio seguito per la determinazione di tali si-
stemi è stato il seguente. 

 
i.   La rigidezza del sistema lineare equivalente è sta-

ta ottenuta dal rapporto tra la forza osservata in 
corrispondenza dello spostamento massimo e lo 
spostamento massimo del sistema non lineare 

      
( )
( )m

mdL
s Tu

Tf
k =  (11) 

dove mT è il periodo della forzante in corrispon-
denza del quale si verifica lo spostamento mas-
simo. Dalla rigidezza del sistema lineare equiva-
lente è possibile ottenere la rigidezza equivalente 
della gomma ( L

sG ) tramite l’espressione 

       L
s

L
s k

A
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ii.   Il coefficiente di smorzamento del sistema linea-

re è stato ricavato in modo da ottenere 
l’uguaglianza delle energie dissipate dai due si-
stemi ( dW  e L

dW ),  in corrispondenza delle ri-
spettive frequenze a cui si verifica lo spostamen-
to massimo 

      )()( md
L

m
L

d TWTW =  (13) 



dove L
mT è il periodo della forzante in corri-

spondenza del quale si ha lo spostamento mas-
simo nel sistema lineare equivalente. Essendo 
l’energia dissipata da un sistema lineare in riso-
nanza  pari a 22)( m

L
m

L
d kuTW πξ= , il coefficiente 

di smorzamento equivalente del sistema lineare è 
dato dalla relazione  

      
( )

22 m
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Le curve di risposta in termini di spostamento 
massimo e forza di richiamo massima osservati nei 
tre casi sono riportati nelle Figure 1, 2 e 3. I dia-
grammi sono in forma adimensionale e sono stati ot-
tenuti dividendo, in ogni caso analizzato, gli sposta-
menti e le forze per valori di riferimento pari al 
valore massimo ottenuto per lo spostamento um e alla 
massima forza sul dispositivo fdm. Anche il periodo è 
stato diviso per un valore di riferimento (Tref) assun-
to pari a Tref =0.5s, Tref =1.0s e Tref=2.0s,  per il caso 
a, b e c rispettivamente. In tutti i casi sono stati con-
siderati periodi della forzante variabili tra 0.3 Tref e 4 
Tref.  Nelle stesse figure è riportato il confronto con 
la risposta dei sistemi lineari equivalenti ottenuti per 
i tre casi e per i diversi livelli della forzante. 

Dai diagrammi si può osservare che in tutti i casi 
il modello lineare coglie bene i valori massimi di 
spostamento e forza, soprattutto a bassi livelli di de-
formazione. Per tali livelli di deformazione (γ =1.0) 
coincidono anche i periodi  ai quali si verificano tali 
massimi e la risposta è simile anche per tutti gli altri 
periodi. 
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Figura 1. Analisi armonica – caso a. 
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Figura 2. Analisi armonica – caso b. 
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Figura 3. Analisi armonica – caso c.  

 
All’aumentare della deformazione (γ =1.5 e γ =2 

.0) i periodi ai quali si verificano i massimi tendono 
a diversificarsi e tali differenze crescono al diminui-
re del periodo di riferimento. Per gli altri valori di 
periodo gli spostamenti tendono ad essere sovrasti-
mati, in maniera tanto più marcata quanto maggiore 
è il periodo di riferimento, e le forze sottostimate, in 
maniera tanto più marcata quanto minore è il perio-
do di riferimento.  



Non è inoltre possibile con i sistemi lineari co-
gliere il picco secondario, caratteristico della rispo-
sta delle gomme, che si ha per un periodo pari a cir-
ca 1.8 Tref in tutti i casi analizzati, con maggiore 
importanza per periodi di riferimento bassi (Tref = 
0.5s). I risultati numerici della caratterizzazione dei 
sistemi lineari equivalenti sono riportati in Tabella 1. 

Dai risultati numerici si osserva che la rigidezza 
della risposta, a parità di deformazione massima, 
diminuisce passando da sistemi che vibrano più ve-
locemente (caso a) a sistemi che vibrano più lenta-
mente (caso c) mentre il coefficiente di smorzamen-
to rimane pressoché costante. La rigidezza 
equivalente cambia anche al variare della deforma-
zione massima. I sistemi risultano più rigidi al dimi-
nuire della massima deformazione raggiunta ed an-
che più dissipativi . 

 
Tabella 1. Parametri sistema lineare 

 γ=2 γ=1.5 γ=1 
 L

sG  

(N/mm2) 

L
sξ  L

sG  

(N/mm2) 

L
sξ  L

sG  

(N/mm2) 

L
sξ  

Caso a 0.866 0.147 0.857 0.175 1.010 0.172
Caso b 0.753 0.152 0.746 0.183 0.939 0.178
Caso c 0.672 0.147 0.660 0.183 0.883 0.178

 

3.3 Risposta con forzante impulsiva 
 
Al fine di studiare la risposta transitoria, forte-

mente influenzata dall’effetto Mullins, il sistema è 
stato sottoposto ad un impulso, assegnando una ve-
locità iniziale vo, a cui è associata una energia cineti-

ca 2
00 2

1 mvW = .  Anche in questo caso, si è studiata 

la risposta dei tre diversi sistemi introdotti nel para-
grafo precedente, sottoposti a 3 velocità diverse, ca-
librate in modo da ottenere deformazioni massime 
della gomma  pari a γ=2.0  γ=1.5 e γ=1.0. Per la de-
terminazione dei parametri del sistema lineare equi-
valente si è proceduto in maniera analoga a quanto 
fatto per la risposta stabile, prendendo in considera-
zione solo il primo tratto della risposta fino al rag-
giungimento dello spostamento massimo. In partico-
lare, il criterio seguito è il seguente. 

 
i.   La rigidezza del sistema lineare equivalente è sta-

ta ottenuta dal rapporto tra la forza osservata in 
corrispondenza dello spostamento massimo e lo 
spostamento massimo del sistema non lineare: 

      
( )
( ) m

dmdL
t u

f
tu
tf

k ==
1

1  (15) 

dove 1t è l’istante in corrispondenza del quale 
si verifica lo spostamento massimo. Dalla rigi-
dezza del sistema lineare equivalente è possibile 
ottenere la rigidezza equivalente della gomma 
( L

tG ) tramite l’espressione 

       L
t

L
t k

A
hG =  (16) 

ii.  Il coefficiente di smorzamento del sistema lineare 
è stato ricavato in modo da ottenere 
l’uguaglianza delle energie dissipate dai due si-
stemi in corrispondenza dei rispettivi istanti in 
cui si verifica lo spostamento massimo 

      )()( 11 tWtW d
LL

d =  (17) 

dove Lt1 è l’istante in corrispondenza del quale 
si verifica lo spostamento massimo nel sistema 
lineare equivalente. L’energia dissipata da un si-
stema lineare soggetto ad una velocità iniziale v0, 
a tale istante è pari a 

      )()( 101
LL

e
LL

d tWWtW −=  (18) 

dove 

( )LLL
e tutW 1

22
1 2

1)( ω=   (19) 

 Di conseguenza, dall’uguaglianza  (17) è possibi-
le ricavare il coefficiente L

tξ , una volta sostituita 
in tale relazione l’espressione nota dello sposta-
mento di un sistema lineare soggetto ad una ve-
locità iniziale v0 

      ( ) te
v

tu s
t

s
ω

ω
ξω sin0 −=  (20) 

dove ( )21 ξωω −=s . 
 
Nelle Figure 4, 5 e 6 sono riportate le storie degli 

spostamenti e delle forze di richiamo dei dispositivi 
di appoggio nei 3 casi analizzati, confrontate con 
quelle ottenute con i modelli lineari equivalenti. An-
che in questo caso i grafici sono in forma adimen-
sionale seguendo lo stesso criterio descritto nel pa-
ragrafo precedente.  

E’ possibile osservare che in tutti i casi il modello 
lineare coglie bene i valori massimi di spostamento e 
forza per bassi livelli di deformazione (γ=1). Per  li-
velli di deformazione crescenti sia gli spostamenti 
che le forze massime tendono ad essere sempre più 
sottostimati. In generale i sistemi lineari ottenuti ri-
sultano più rigidi (periodo di oscillazione minore) ri-
spetto al modello non lineare e, come prevedibile, 



sono totalmente inadeguati per descrivere la risposta 
della gomma dopo il primo quarto di ciclo. 

I risultati numerici della caratterizzazione dei si-
stemi lineari equivalenti relativa al comportamento 
transitorio sono riportati in Tabella 2. 
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Figura 4. Risposta transitoria – caso a. 
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Figura 5. Risposta transitoria – caso b. 
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Figura 6. Risposta transitoria – caso c. 

 

Tabella 2. Parametri sistema lineare 
 

 γ=2 γ=1.5 γ=1 
 L

tG  
(N/mm2)

L
tξ  L

tG  
(N/mm2) 

L
tξ  L

tG  
(N/mm2)

L
tξ

Caso a 1.202 0.167 1.119 0.144 1.170 0.128 
Caso b 1.087 0.199 1.005 0.174 1.074 0.156 
Caso c 0.972 0.197 0.895 0.171 0.972 0.155 

 
Dall’analisi  di tali parametri si nota che il com-

portamento della gomma nel transitorio è significa-
tivamente diverso da quello stabile. In particolare, le 
rigidezze mostrano valori molto più elevati, che au-
mentano sensibilmente all’aumentare della deforma-
zione e al diminuire del periodo, a causa 
dell’importanza crescente dell’effetto Mullins, di-
pendente sia dall’ampiezza che dalla velocità di de-
formazione. Diversamente, il coefficiente di smor-
zamento diminuisce sensibilmente al diminuire della 
deformazione ed al diminuire del periodo di riferi-
mento.  

4  RISPOSTA SISMICA 

Si vuole analizzare in questo paragrafo la risposta 
sismica dei 3 sistemi dinamici studiati in preceden-
za, confrontando le previsioni fornite dal modello 
non lineare con le previsioni fornite dai due sistemi 
lineari equivalenti. A tale scopo sono state condotte 
delle analisi dinamiche nel dominio del tempo, 
prendendo come input sette acceleragrammi, spet-
trocompatibili in media con lo spettro elastico forni-
to dalla normativa OPCM 3431 per la zona 1 e le ca-
tegorie di suolo B-C-E. In particolare è stato 



considerato uno spettro con periodo TD=2.5 s in mo-
do da rendere lo spettro utilizzabile anche per strut-
ture isolate. Lo spettro da normativa e la media degli 
spettri dei sette accelerogrammi in termini di pseu-
do-velocità sono riportati in Figura 7. 
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Figura 7. Spettro medio in pseudo-velocità   

 
Gli spostamenti e le forze osservate nel sistema 

non lineare sono state confrontate con quelle ottenu-
te utilizzando i modelli lineari equivalenti.  

Per rendere confrontabili i risultati si sono esami-
nate situazioni in cui il valore medio delle deforma-
zioni massime è lo stesso nei diversi casi e vale γd = 
1.5. E’ opportuno osservare che le caratteristiche di-
namiche dei tre sistemi non cambiano se si conserva 
costante il rapporto A/hm tra le grandezze geometri-
che della gomma sottoposta a taglio e la massa. Nei 
tre casi analizzati l’area A* e lo spessore h* sono 
quindi stati assegnati, conservandone costante il rap-
porto, in modo da ottenere la deformazione γd = 1.5  
in corrispondenza del valore di intensità sismica pre-
so in esame. Nelle tabelle 3 e 4 sono riportati i valori 
di A* e h* dei dispositivi ed i corrispondenti valori 
di rigidezza e di smorzamento viscoso dei 2 sistemi 
lineari equivalenti, corrispondenti alla risposta stabi-
le (ks,ξs)  e alla risposta transitoria (kt, ξt). Si è anche 
presa in esame la risposta relativa ad un sistema li-
neare con caratteristiche di rigidezza e dissipazione 
intermedie (km, ξm). Tali valori sono stati determinati 
come segue 

( )dd
L
ss TG

h
Ak γ,

*
*

=   (21a) 

L
ss ξξ =  (21b) 

analogamente 

( )dd
L
tt TG

h
Ak γ,

*
*

=   (22a) 

L
tt ξξ =  (22b) 

mentre  

2
ts

m
kk

k
+

=  (23a) 

2
ts

m
ξξ

ξ
+

=  (23b) 

Tabella 3. Caratteristiche geometriche dei dispositivi in gomma  

 h* A* 
 (mm) (mm2) 
Caso a 14 437920
Caso b 40 312800
Caso c 85 166180

 
Tabella 4. Parametri dei sistemi lineari equivalenti 

 Lin_s Lin_t Lin_m 
 ks ξs kt ξt km ξm 
 (N/mm)  (N/mm)  (N/mm)  

Caso a 26800 0.175 35000 0.144 30900 0.1595
Caso b 5830 0.183 7860 0.174 6850 0.1785
Caso c 1290 0.183 1750 0.171 1520 0.177

 
Una rappresentazione significativa dei risultati 

delle diverse analisi è riportata nelle Figure 8, 9 e 
10. Per ogni singolo accelerogramma si riportano in 
ascissa i valori di spostamento e di forza massimi 
prodotti dall’analisi non lineare ed in ordinata i cor-
rispondenti valori di spostamento e forza prodotti 
dalle 3 analisi lineari. La linea tratteggiata indica la 
bisettrice degli assi in corrispondenza della quale gli 
spostamenti corrispondono con quelli dell’analisi 
non lineare di riferimento.  
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Figura 8. Valori massimi spostamenti (a) e forze (b) per i 
sette accelerogrammi (caso a) 
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Figura 9. Valori massimi spostamenti (a) e forze (b) per i 
sette accelerogrammi (caso b) 
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Figura 10. Valori massimi spostamenti (a) e forze (b) per i 
sette accelerogrammi (caso c) 

 
 Si osserva che il modello riferito al comportamento 
stabile fornisce tendenzialmente una sovrastima de-
gli spostamenti ed una sottostima delle forze mentre 

il modello relativo al comportamento transitorio for-
nisce previsioni opposte, così come confermato dai 
risultati mediati sui sette accelerogrammi, riportati 
nelle Tabelle 5 e 6. Le applicazioni  ottenuti mostra-
no che i due modelli lineari, definiti in base ai criteri 
proposti, sono effettivamente in grado di fornire va-
lori limite per le forze e per gli spostamenti. I valori 
ottenuti generalmente non si discostano di più del 
10% dai valori deducibili dall’analisi non lineare. 

 
Tabella 5. Risultati medi del modello non lineare  

 Non Lineare 

 sp. medio f. media 
 (cm) (kN) 

Caso a 2.14 652 
Caso b 6.05 418 
Caso c 12.75 207 

 
Tabella 6. Risultati medi dei modelli lineari equivalenti  

 Lin s Lin t Lin m 

 sp.medio f.media sp.medio f.media  sp.medio f.media
 (cm) (kN) (cm) (kN) (cm) (kN) 

Caso a 2.27 641 1.96 695 2.08 668 
Caso b 6.12 383 5.34 446 5.67 413 
Caso c 12.49 182 11.31 215 11.95 199 

 
E’ importante inoltre osservare che  i modelli lineari 
utilizzati forniscono una buona stima dei valori e-
stremi di forza e spostamento ma sono del tutto ina-
deguati per la descrizione della risposta per valori 
più piccoli di deformazione, differenti da quelli con-
siderati per la loro definizione. A titolo di esempio,  
in Figura 11 sono riportate le storie di spostamento e 
di forza relative ad un accelerogramma applicato al 
caso b.   

 

-6

-4

-2

0

2

4

6

0 5 10

t(s)

u(
cm

)

HDR
Lin s
Lin t

 

-450

-300

-150

0

150

300

450

0 5 10

t(s)

fd
(k

N
)

 
 Figura 11. Storia degli spostamenti e delle forze relative ad un 

accelerogramma (caso b) 



5 CONCLUSIONI 

Le attuali normative suggeriscono l’utilizzo di 
modelli lineari equivalenti per la modellazione delle 
gomme ad alto smorzamento. Tali modelli sono tara-
ti sul comportamento stabile delle gomme, trascu-
rando generalmente il comportamento transitorio, 
che invece influenza notevolmente il comportamento 
sismico delle strutture dotate di dispositivi in gom-
ma, visto che durante l'evento sismico i valori estre-
mi di velocità e ampiezza vengono raggiunti solo 
poche volte. 

In questo lavoro si propone un metodo per 
l’individuazione di due modelli lineari equivalenti 
della gomma, sulla base del comportamento stabile e 
di quello transitorio, fortemente diversi tra loro.  
L’affidabilità dei modelli lineari proposti nella pre-
visione della risposta sismica è stata testata condu-
cendo analisi su modelli ad un grado di libertà nel 
campo di deformazioni e frequenze di interesse nella 
progettazione. 

I risultati  ottenuti mostrano che i due modelli li-
neari, definiti in base ai criteri proposti, sono in gra-
do di fornire valori limite per le forze e per gli spo-
stamenti con livelli di approssimazione accettabili. 
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